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Ovaj rad se bavi statičkom i dinamičkom analizom vratila s dva diska ukliještenog na oba 
kraja. Treba provesti analizu vibracija i čvrstoće vratila. Analiza obuhvaća odreñivanje 
prirodnih frekvencija i oblika vibriranja u slučaju slobodnih vibracija, odreñivanje 
odgovarajućih odziva kod djelovanja zadane uzbude u slučaju prisilnih vibracija, provjeru 
čvrstoće vratila na savijanje i uvijanje kod djelovanja odgovarajućih inercijskih sila i 
momenata. Za proračun fleksijkih vibracija koristit će se metoda utjecajnih koeficijenata, a za 
proračun torzijskih vibracija metoda diskretnog sustava s dva stupnja slobode gibanja. 
Provjera rezultata proračuna slobodnih vibracija provest će se metodom jednolike grede. 
Provjera čvrsoće vratila na savijanje i uvijanje će se provesti metodom konačnih elemenata. 
 
Pri razradi problema koristili su se računalni programi AutoCad 2008 za izradu crteža i 
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POPIS OZNAKA I SIMBOLA 
 
im  - masa diska „i“ [ ]kg  
il  - duljina vratila [ ]m  
id  - promjer vratila [ ]m  
iD  - promjer diska  [ ]m  
F  - koncentrirana vanjska poprečna(radijalna) sila na disk „1“ [ ]N  
tM  - koncentrirani vanjski moment uvijanja na disk „1“ [ ]Nm  















I  - aksijalni moment tromosti kružnog presjeka vratila  [ ]4m  
PI - polarni moment tromosti kružnog presjeka vratila [ ]4m  
J  - polarni moment inercije diska [ ]2mkg ⋅  
iiδ  - utjecajni koeficijenti 
iψ  - kut uvijanja [ ]rad  







iw  – pomak mase vratila iz statičkog stanja ravnoteže [ ]m  
w
.
















iϕ  - kut nagiba [ ]rad  







R  - reaktivna sila u osloncu [ ]N  
M  - moment savijanja [ ]Nm  







Za vratilo promjenjivog presjeka s dva učvršćena diska, prikazanog na slici (1.1)  potrebno je 
izvršiti analizu vibracija i čvrstoće. Prvo će se provesti analiza slobodnih i prisilnih fleksijskih 
i torzijskih vibracija vratila. U slučaju slobodnih vibracija odrediti prve dvije prirodne 
frekvencije i pripadne oblike vibriranja, a u slučaju prisilnih vibracija odrediti odgovarajući 
odziv kod djelovanja zadane uzbude. Za proračun fleksijskih vibracija koristiti metodu 
utjecajnih koeficijenata, a za proračun torzijskih vibracija metodu diskretnog sustava s dva 
stupnja slobode gibanja. Rezultate proračuna slobodnih vibracija provjeriti metodom 
jednolike grede. 
Zatim će se provesti provjera čvrstoće vratila na savijanje i uvijanje koristeći kao opterećenje 





























Slika 1.1 Vratilo s dva diska 
 
















































































2. ANALIZA FLEKSIJSKIH VIBRACIJA VRATILA METODOM 





Slika 2.1 Fleksijski sustav s dvije mase 
 
Pod fleksijskim sustavom podrazumjevamo sustav masa mi (i=1,n) koji vibrira na 
nosaču krutosti EI. Analiza ovakvog sustava provešće se metodom utjecajnih koeficijenata. 
Na slici (2.1) prikazan je takav fleksijski sustav koji zamjenjuje vratilo na slici (1.1). 
 
 
2.1 Osnovne dinamičke jednadžbe 
 
 


























































































































2.2 Utjecajni koeficijenti 
 
Utjecajni koeficijent ijδ  je definiran kao progib na mjestu „i“ uslijed djelovanja jedinične sile 
na mjestu „j“. 
Za izračunavanje utjecajnih koeficijenata pretpostavit će se da se vratilo sastoji od tri konačna 
elementa i umjesto zadane sile uzećemo jediničnu silu F=1. Koristićemo jednadžbe (5.6) i 







Slika 2.2 Parametri za proračun utjecajnih koeficijenata 
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2.3 Slobodne vibracije 
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Sustav jednadžbi (2.3) u matričnom obliku ima sljedeći izgled 
 













































































a) Prirodne frekvencije 
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Korijeni frekvencijske jednadžbe: 
 
















































b) Prirodni oblici vibriranja 
 
Uvrštavanjem prirodnih frekvencija 1ω , 2ω   u bilo koju od jednadžbi sustava (2.3) 











































Slika 2.3 Prvi prirodni oblik vibriranja 
 








































Slika 2.4. Drugi prirodni oblik vibriranja 
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2.4 Prisilne vibracije 
 
Na disk 1 djeluje harmonijska uzbudna sila )sin()( 0 tFtF ⋅⋅= λ  amplitude NF 5000 =  i 
frekvencije uzbude  
s
rad1355,0 1 =⋅= ωλ  
 
Rješavanjem  sustava jednadžbi (2.2 ) dobivaju se amplitude vibriranja pojedinih masa 























































































































Slika 2.5. Progibi vratila 
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Na slici (3.1) je prikazan torzijski sustav s 2 stupnja slobode gibanja, koji zamjenjuje vratilo 
na slici (1.1) 
 
 



















            (3.1) 
 
 













































































































3.1 Osnovne dinamičke jednadžbe 
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ψλψ ⋅−=   222
..
ψλψ ⋅−=  
 
Uvrštavanjem kutnih ubrzanja dobivamo matricu koja izgleda: 
 

























































































3.2 Slobodne vibracije 
 
 
Nema uzbudnog momenta Mt=0 i  ωλ →  tako da jednadžba (3.5) poprima izgled 
 










































[ ]D=        (3.6) 
 
 
[ ] { } { }0=⋅ AD   - jednadžba slobodnih vibracija 
 
 
Uvjet netrivijalnosti : 
 











































































Iz uvjeta netrivijalnosti rješenja sustava,   [ ] 0det =D  proizlazi frenvencijska jednadžba 
[ ] ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )





























Korijeni frekvencijske jednadžbe: 
 

























































b) Prirodni oblici vibriranja 
 
Uvrštavanjem prirodnih frekvencija 1ω , 2ω   u bilo koju od jednadžbi sustava (3.7) odreñuju se 
omjeri koji definiraju prvi i drugi prirodni oblik vibriranja: 
 























Slika 3.2. Prvi prirodni oblik vibriranja 
 























Slika 3.3 Drugi prirodni oblik vibriranja 
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3.3 Prisilne vibracije 
 
Na disk 1 djeluje moment uvijanja )sin()( 0 tMtM tt ⋅⋅= λ  gdje je NmM t 5000 =  i frekvencija 
uzbude  
s
rad578,1735,0 1 =⋅= ωλ  
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Slika 3.4 Kutevi torzije 
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4. PROVJERA SLOBODNIH VIBRACIJA 




Mase diskova m1 i m2  raspodjeljene su jednoliko po duljini grede, a promjer grede je dobiven 
kao srednja vrijednost pojedinih promjera vratila. 
 
 


















































4.1 Fleksijske vibracije 
 
 
Za gredu uklještenu prema slici (4.1) potrebno je odrediti prirodne frekvencije slobodnih 


















2βω            (4.2) 
 
 
Egzaktno rješenje jednadžbe (4.1) 
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Svojstvo koeficijenata Krilova: 
 
Za  x=0 :  Un1=1; Un2= Un3= Un4=0 
 
 Iz jednadžbe (4.2) slijedi: 
001 1111 =→=⋅=⋅ AAUA  
 
 
Iz jednadžbe (4.3) slijedi: 















          (4.8) 
 
 
0)()()( 4223 =⋅−=∆ lUlUlU   - uvjet netrivijalnosti rješenja 
 





=⋅−⋅⋅−⋅+⋅⋅⋅⋅−⋅⋅=∆ llshlllchlch nnnnnn ββββββ  
 



















































4.2 Torzijske vibracije 
 
 
Za gredu uklještenu prema slici (4.1) potrebno je odrediti prirodne frekvencije slobodnih 












































Egzaktno rješenje diferencijalne jednadžbe: 
 
)cos()sin()( 21 xAxAx nnnnn ααψ ⋅+⋅=                          (4.11) 
 










  0=ψ  
 
Uvrstimo li rubne uvjete u jednadžbu (4.11) dobivamo 
 




















   - frekvencijska jednadžba            (4.11) 
 
piα ⋅=⋅ nln  
 
 




























































Sustav jednadžbi u matričnom obliku: 
 























































































 - vektor čvornih momenata 
 
 

















































































































































































































































































































































































































⋅ ψψ  NmM t 9,2960 =⇒         








































































































































































Odavde slijedi da je uvjet dopττ ≤max  zadovoljen i da će vratilo izdržati smična naprezanja. 
 31 
 
5.2 ČVRSTOĆA VRATILA NA SAVIJANJE 









[ ] { } { }fk =⋅ δ             (5.2) 
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„F  dijagram“ 
 
 































































































































Promatrana konstrukcija je zanimljiva jer se na jednostavan način omogućuje analiza vibracija 
neiskusnima u rješavanju zahtjevnijih problema i oblika konstrukcije. Zadatak je riješen 
metodama koje ne daju precizna rješenja, ali mogu poslužiti pri preliminarnom promatranju 
problema ili kao provjera točnosti nekog drugog rješenja.  
Metoda konačnih elemenata i metoda analize fleksijskog sustava s dvije mase utjecajnim 
koeficijentima daju približna rješenja zbog malog broja konačnih elemenata (tri), odnosno 
malog broja fleksijskog sustava. Za točnije rješenje ovim metodama potrebno je u proračun 
uključiti veći broj konačnih elemenata odnosno veći broj masa fleksijskog sustava što bi 
„otežalo“ proračun. Upotrebom računalnih programa taj proračun se uvelike ubrzava i 
olakšava. 
Prirodne frekvencije slobodnih fleksijskih vibracija dobivene metodom utjecajnih 
koeficijenata i metodom jednolike grede se malo razlikuju; dok su razlike prirodnih 
frekvencija slobodnih torzijskih vibracija dobivenih ovim metodama malo veće. 
Provjerom čvrstoće vratila metodom konačnih elemenata zaključuje se da geometrijske 
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